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Resumen

La serie de documentos acerca de giréscopos se completa mediante lateoria completa
lagrangiana de girdscopos que incluyen torque externo. Se presentan soluciones numéricas. Se
introduce una aproximacion para giréscopos de rapida rotacion, la cual reduce significativamente
el esfuerzo de célculo. Los efectos de elevacion, observados por Laithwaite y Kidd se explican
cuantitativamente. Estos, a igual que los experimentos de Shipov, pueden interpretarse en base
amecanica clésica. Las soluciones de las ecuaciones de L agrange demuestran |a existencia de un
momento lineal local de giréscopos impulsados que puede emplearse para propulsion. Una
evaluacion experimental propia de los efectos de elevacidn se esté [levando a cabo.
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expermiento de Shipov.

1 Introduccion.

Las leyes del movimiento giroscépico han sido un misterio para mucha gente durante siglos, porque los
sistemas rotacionales no son de fécil comprension. Un girdscopo reacciona a fuerzas aplicadas mediante
un movimiento perpendicular a dichas fuerzas. En mecanica clasica sélo el formalismo de Lagrange es
capaz de describir integramente este tipo de movimiento rotacional. Las leyes de movimiento girosco-
pico son dificiles de establecer porque se trata de una teoria de cuerpos solidog[5]. De hecho hay dos
problemas. Primero, las ecuaciones de movimiento son complicadas, de manera que resulta trabajoso
establecerlas en forma manual. Por lo tanto, en ningun libro de texto se incluye el conjunto completo de
ecuaciones (con todas las coordenadas) para un movimiento completo en 3D. Segundo, solo existen
soluciones analiticas alin para subconjuntos de |as ecuaciones. Por o tanto, para el conjunto general de
ecuaciones presentado en este documento no existe solucién analitica. Las ecuaciones deben de resol -
verse numéricamente en equipo de computo. Tales soluciones raramente se encuentran en libros de
texto, en particular para problemas de mecanica clasica. Es éste un problema de fisicatedrica, la cual se
encuentra dominada por fisicos muy conservadores. Fueradel campo de lainvestigacion seriaen fisica,
hay un campo abierto de afirmaciones mas o0 menos no cientificas sobre girdscopos, vertidas por investi-




gadores aficionados e inventores. Esto pudo llevar alaopinién en e mundo cientifico de que "no
hay nada nuevo bajo el sol" acerca de los giréscopos. Sin embargo, en este articulo mostramos
gue algunos aspectos sobre giréscopos ho se han investigado a fondo ni comprendido. Con ayuda
de dgebra computaciona y métodos numeéricos pudimos presentar € conjunto completo de
ecuaciones, sin aproximaciones, y asi presentar soluciones numéricas. Mediante teorialagran-
gianatenemos los medios para calcular la dinamica completa de sistemas clésicos. Obviamente,
esto nunca se hizo en el pasado para girdscopos con tal nivel de detalle, en particular cuando se
aplica un torque externo. Como resultado, hallamos un nuevo método para generar localmente

un momento lineal en un sistema. Esto corresponde a una caja negra capaz de efectuar su propia
propulsion sin interaccion con su medio ambiente.

En la Seccién 2 incluimos un resumen de nuestros articul os anteriores sobre este tema, y
agregamos una aproximaci én para giréscopos de alta rotacion. El empleo de torques externos
conduce a efectos de elevacion, que confirman los hallazgos de Laithwaite y Shipov. Luego de
una breve descripcion de nuestros experimentos (Seccién 3) analizamos los resultados en la
Seccién 4.

2 Teoria del girOscopo.

2.1 El giréscopo con un punto fijo.

Computamos el movimiento de un trompo simétrico con un punto fijo, por giemplo un trompo
gue gira sobre unamesa. Esto es como ya se ha calculado en [1-3], una formulacién lagrangiana
basada en teoria ECE2 [4]. Se supone a punto fijo como origen del sistema de coordenadas, que
consiste de tres angulos eulerianos, ver Fig.1. Loséngulos @ y ¢ son idénticos aaquellos de un
sistema de coordenadas esférico (angulo polar y azimutal). y es el angulo de rotacion alrededor
del ge del cuerpo del girdscopo. La energia cinética (definida por las coordenadas del cuerpo) es
puramente rotacional. Segun célculo de Lagrange, las coordenadas del cuerpo deben transfor-
marse a sistema de coordenadas (6, ¢, v), que conducen ala energia cinética rotacional

Tyow = 1o (8 5in(0)” +67) + 51y (Seos(0) +4)’ (1)
donde |1 y I3 son los momentos de inercia alrededor de los 3 gjes principales del
giréscopo (para detalles ver [1-3,5]). Laenergia potencial se define a partir del
campo gravitaciona sobre la superficie terrestre:

U=mgZ =mghcos(d) (2)
con aceleracion gravitacional constante g. El lagrangiano es

L =Tt — U 3)

= %Ilg (¢2 sin(0)? + 92) + 313 (qﬁ cos(f) + 1/))2 —mghcos(f).
Lastres ecuaciones de Euler-Lagrange paralas coordenadas angulares 0

0% d (0%
e (= 4

E)qj dt < 8qj > ( )
conducen atres ecuaciones que contienen primeras y segundas derivadas temporales de las
coordenadas angulares, y pueden reordenarse y dar €l sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias



((112 —I3) ¢2 cos (0) — I3 p1p + mgh) sin (6)

b= , (5)
Io

. ((2[12 — 13) ¢ COS (9) — 13 ¢) 9

¢ - I12 sin (9) ’ (6)
. ((Ilg — I3) ¢cos (0)° + Lag — I3 1) cos (9)) 0

w - Ilg SiIl (9) ’ (7)
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Figura 1: Angulos eulerianos de gir6scopo con un punto fijo.

Estas ecuaciones pueden en principio resolverse numéricamente. Sin embargo, hay
mas informacién en las ecuaciones de Lagrange (4). Hay dos constantes de movimiento
[1] que representan los momentos angulares alrededor del eje Z y del cuerpo:

Ly = Ly ¢sin (0)* + I3 cos () (¢ cos (0) + w> , (8)
Ly,=1I; ((b cos (0) + ¢) . (9)

Estas ecuaciones contienen sdlo las primeras derivadas temporalesde ¢ y w. Usando
estas ecuaciones en vez de las Ecs.(6,7) conduce a sistema de ecuaciones mas sencillo

((Ilg — I3) ¢? cos (0) — I3 pop + mgh) sin (6)

P
Ly — Ly cos(0)
(;S B 112 sin (0)2 ' (11)
. Ly — I3 ¢ cos (0)
Y= T : (12)

Las constantes L, y L,, deben de elegirse adecuadamente para una solucion. También, para
este sistema de ecuaciones mas sencillo se requiere un mecanismo de solucion numerica.



I | h?m = 0.013 kg m?
I3 0.005552 kg m?

m 1.3 kg
g 9.81 m/s?
h 0.08 m

Ly | 0.015 kg m?/s
Ly | 0.3 kg m?/s
Yo | 54.03 rad/s
f 516.0 /min

Ty | 0.2 Nm
D | 1.2 kg m?/s?
90 7T/2

Tabla 1: Pardmetros del girdscopo.

2.2 Aproximacion por rotacion veloz.
En el caso de atarotacion de y, el momento angular L, es mucho mayor que

L, y, en consecuencia, y es mucho mayor que ¢. Esto conduce amovimiento en
diferentes escalas de tiempo, y obtenemos un asi-llamado sistematieso. Tal sistemaes
de dificil manejo numérico, porque deben de usarse pequefios avances temporales afin
de modelar laveloz rotacion, mientras que casi no hay cambios visibles en las
variables de baja rotacién. Por |o tanto, aproximamos la Ec. (12) mediante

. L
RS I—ZJ = const. (13)

Insertando este valor constante en la energia cinética (1) conduce entonces a solo dos

variables de Lagrange (de variacion lenta), 0 y ¢. Queda sdlo una constante de
movimiento para ¢. El lagrangiano (3) conduce a conjunto final de ecuaciones:

((112 —I3) #? cos (0) — I3 o + mgh) sin ()

6 = , 14
T (14)
_Ls - T34 cos (0) (15)
L sin (0)% + I5 cos(0)?
con un valor constante de velocidad de wo adefinirse a priori. Si lafrecuencia
derotacion f se expresa en rpm (revoluciones por minuto), es
o = 27 f /60 (16)

en radianes/s. Pruebas numéricas mostraron que para f > 500/min no hay

diferenciavisible entre esta aproximacién y el método exacto.

Ejemplos de un girdscopo veloz se dan en las Figs.2-3. Los célculos se realizaron con los
parametrosdelaTablal. Puedeversedela Fig.2 que w aumentalinealmente y mucho més rapido
gue ¢ , tenemos un trompo de veloz rotacién con velocidad de y bastante constante. ¢ y 6 son casi
lineales con pequefias oscilaciones. Las oscilaciones de 6 corresponden a una nutacion periodica, tal
como puede verse de la curva espacia del centro de masa representado en la Fig.3.
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Figura 2: Dependenciatemporal de 9, ¢, v paraun giréscopo que giralibre. Ello es
idéntico a un girdscopo que giraveloz, con un valor predefinido de velocidad de .

Figura 3: Curvaespacial del centro de masa para un giréscopo libre (y veloz).

2.3 Sumando torgue externo.

Puede introducirse un torque externo mediante una fuerza generalizada en el mecanismo de
Lagrange. Dado que lateoria de Lagrange trabaja con potenciales, definimos un potencia que
otorga un torque constante Tqo alrededor del gje Z (parael angulo ) mediante

_ 9y
Tq_ia¢ (17)



con
Ug=-Tq¢ (18)
y sumamos esto a la energia potencial:
U =mgZ + U, = mghcos(0) — Ty ¢. (19)

Entonces no quedan constantes de movimiento y las ecuaciones de
Euler-Lagrange quedan como (en una aproximacién de alta rotacion):

((112 — I3) ¢? cos (0) — I3 ¢4y + mgh) sin (0)
ED) ’
(2 (112 7[3) qb COS (9) 7[3 'LZJ()) sin (9)97Tq0

°= Lo sin (6)? + I5 cos (6)? : (21)

é:

(20)

Debido aque no hay constante de movimiento, ambas ecuaciones son de segundo
orden. Se elige un término de torque no muy pequefio, € cual tiene un enorme
impacto en el movimiento del giréscopo. Como se hamostrado en [2] paraun

giréscopo de baja rotacién, los resultados pueden ser muy exéticos en su dependencia
del valor de Tqo Y las condicionesiniciales.

Otros efectos, mas complejos, emergen cuando T, se vuelve periddico en el
tiempo, por giemplo

T, = T4o cos(wt) (22)

con unafrecuenciatemporal . Entonces pueden aparecer nuevos efectos, como

heterodinas en |as vel ocidades angulares [2]. En este caso, no hay rotacion continua
en ladireccion ¢. Mediante condiciones iniciales adecuadas, es posible incluso
detener todas | as rotaciones.

Algunos gjemplos, basados en parametros listados en la Tabla 1, se graficaron en
lasFigs.4-6. Un término impulsor constante Ty conduce auna elevacion lineal del
trompo hasta que alcanza su "posicion de polo” (9 = 0 (Fig. 4). El trompo logra
contrabalancear el torque impulsor en direccion ¢ mediante un movimiento
perpendicular que corresponde alas leyes del giréscopo. Luego de alcanzar la
posicion de polo, se aplica directamente aceleracion al angulo ¢, mostrando un
incremento cuadrético del angulo. Estos efectos también son detectabl es considerando
las velocidades angulares representadas en laFig. 5. Lavelocidad de ¢ aumenta
linealmente luego de que €l trompo no logra elevarse més. La velocidad de 6 oscila
con un valor promedio por debajo de cero, 0 sea que hay un movimiento neto de § a
angulos menores. Unavez alcanzadalaposicion de polo € = 0, hay pura oscilacion.
Esto puede verse a partir de la curvadel centro de masaen laFig. 6. Laelevacion del
trompo se superpone con oscilaciones de tipo nutacion.
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Figura 4: Dependenciatemporal de 6, ¢ para un giréscopo veloz impulsado.
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Figura 5: Dependenciatemporal de las velocidades angularesde 6 y ¢ paraun
giréscopo vel oz impul sado.



Figura 6: Curvaespacial del centro de masa para un girdscopo veloz impulsado.

2.4 Efectosde elevacion.
2.4.1 Bloqueo de elevacion mediante un resorte.

Una elevacion del giréscopo, con €l ge fijo en un punto, significa que € trompo que gira
seadineaenladireccién Z (perpendicular al suelo). Entonces el dngulo 6 sereduce a
cero, como se demostré en laFig. 6. Si esta élevacion se limita mediante un dispositivo
mecanico, seria posible transferir la fuerza de elevacién ala mecanica ambiental del
giréscopo. Dado que no podemos sencillamente imponer limites no lineales al rango de 6
en lateoria de Lagrange (se requieren funciones estables), introducimos un mecanismo de
resorte en un enfoque preliminar que amortigua la elevacion del giréscopo. Paraello,

introducimos un término no armonico
Uy = D(6y — 0)* (23)

en la energia potencial con una constante deresorte D y 6o = 7/2. Entoncesla
ecuacion de Euler-Lagrange (20) se modifica por €l término adicional de un torque
externo retardante;

509(’9422(90*9). (24)
D)

El gemplo de la seccion precedente muestra entonces una elevacion més lentade la
masa en rotacion, y €l punto més elevado con 6 = 0 no se alcanza, ver Fig. 7.



Figura 7: Curvaespacia del centro de masa para un giréscopo veloz impulsado, con un freno
de resorte en direccion 6.

2.4.2 Giroscopo en caidalibre.

Con €l objeto de estudiar verdaderos efectos de elevaci 6n, hacemos que el giréscopo

se mueva libremente en la direccidn Z. Usamos la aproximacion del girdscopo veloz, con las
velocidades de ¥ = ¥o = constante, como antes, y seimpulsaal giréscopo mediante un
torque constante T, alrededor del gje Z. Para movimiento vertical debemos introducir la
coordenada de |agrange Z, ver Fig. 8. No permitimos movimiento en la direccion polar 6,
dejando este angulo en 90 grados por definicion. Esta configuracion se emplea, por gjemplo, en
lapatente de Kidd [9, 10] y reduce el nimero de variables de Lagrange, dgjando s6lo ¢ y Z.

Figura 8: Girdscopo impulsado, en caidalibre.

Ademas de la energia cinéticarotacional dela Eq.(1), debemos ahoraagregar un
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Figura 9: Desarrollo de dnguloy atura de un girdscopo impulsado y en caidalibre
con velocidad de %o = 516/min.

término de energia cinética traslacional
m

Ttrans = 5Z2 (25)

al lagrangiano (3). Las ecuaciones de Euler-Lagrange resultan:
. 20272 ¢ —Tyh®>+ I3 Zidgh 96

¢ Iioh? + 1522 ’ (26)

5 I3Z §* 4 Isy)oh ¢ — gh*m + 2Dz (Zy — Z) h?

N h2m '

(27)

Para la simulacion supusimos dos girdscopos girando en forma sincronizada con una masatotal m, o sea
que cada giréscopo tiene ahorala masa nv2.

L os resultados con los pardmetros de la Tabla 1 muestran un girdscopo en caida libre, y obviamente
ningunaelevacion. Tal como puede versedela Fig.9, lacoordenada Z del giréscopo cae formando una
parabola, como en una caidalibre. Esto eslo que uno habria de esperar ingenuamente. El angulo ¢ llegaa
un punto de reposo, aungue hay un torque impulsor en el mismo. En caida libre, el girGscopo estalibre de
fuerzasy no hay precesion [2]. Obviamente, el torque aplicado no es lo suficientemente fuerte como para
mantener e movimiento precesional. El tipo de movimiento cambia completamente, sin embargo, cuando se
aumenta la velocidad de rotacion de las ruedas, por gemplo de 516/min a 1032/min (Fig.10). Por las
gréficas en laFig.10, sin duda observamos una elevacién del girdscopo, superpuesta a un pequefio
movimiento oscilatorio. El angulo ¢ aumenta linealmente, indicando una velocidad angular constante. Una
inspeccién de los resultados de la simulacion muestra que las oscilaciones dependen en forma intrincada de
las condiciones iniciales. También € punto en donde la caida cambia a elevacion depende de éstos; €l
sistema muestra aqui una conducta sensitiva.

Lateoria de Lagrange se basa en conservacion de energia por definicion. Por |o tanto, la energia se
conserva en todos | os sistemas cerrados model ados por lateoriade Lagrange. Si se agrega energia mediante
fuentes externas (un torque en nuestro caso), esto debiera de aparecer como una energiaadicional.
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Figura 10: Desarrollo de angulo y altura de un giréscopo impulsado y en caidalibre, con
velocidad de yo = 1032/min.

Figurall: Energias potenciales de un giroscopo impulsado que se eleva, con velocidad %o = 1032/min
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En el caso de un giréscopo de auto-elevacion, esta energia adicional debiera de aparecer en la energia potencial
mgZ que eleva el giréscopo. El torque se modela como una energia potencial Tqo . En €l caso de conservacion

perfecta de energia, tendriamos

mg (Z — Z()) = qu (]5 (28)

Agregamos un corrimiento constante Z, de manera que ambas energias potenciales comienzan en cero parat = 0.
Ambas expresiones se representan en laFig.11. Obviamente, |a diferencia es cercana a cero, pero no exactamente
cero, y oscilando. Sin embargo, esto no se debe a que fracasa la teoria de Lagrange, sino a que es un artefacto del

modelgje. Recordemos que utilizamos el enfoque de la velocidad angular constante (Ecs. 13/16)

Yo = constante (29)
paralas ruedas del girdscopo. A partir de articul os anteriores, sabemos que los movimientos de todas |as coordenadas

estan acopladas. De manera que supusimos que la velocidad del girdscopo de mantiene a un valor constante mediante
una fuerzaimpulsoraadicional, y asi 1o hicimos en los experimentos (ver més delante). Si efectuasemos un cédlculo de
tres coordenadas, la diferencia seria exactamente igual a cero. En conclusion, la energia para transporte lineal del
giroscopo se obtiene de los dos torques de entrada.

2.5 Re-evaluando los experimentos de Laithwaitey Shipov.

En [2] yaintentamos explicar |os experimentos de Laithwaite [6] y Shipov [7] cualitativamente mediante un
giréscopo con lenta rotacion. Aplicando un torque en ¢ (0 sea alrededor de ladireccién Z) un girdscopo debiera de
perder peso. Mostramos mediante nuestros cél culos numéricos que esto sin duda es posible. Se requiere de un
girésopo que gire lo suficientemente rapido. Laithwaite rota un girdscopo de mas de 20 kg con una sola mano, y
asi le da una aceleracion angular en direccién precesional. Fue ridiculizado por sus colegas. Alexander Kidd
construy0 un giréscopo doble [9,10] del cua derivamos nuestro disefio.  Su construccion no pudo ser explicada por
la Universidad de Southampton. Este documento demuestra, en un nivel tedrico, que ambos casos operan tal como se
afirma, aun cuando no pareciera posible a primeravista.

Shipov hallevado a cabo investigacién sobre girdscopos durante afios, y desarroll6 unateoria completa
denominada fisicatorsional [8]. Investigdb movimiento propulsor lineal. Sus construcciones son diferentes de las
deKidd. Shipov y sus colegas hallaron cambios irregulares en momento, |os cua es probablemente pueden
explicarse mediante el momento lineal adiciona reportado en este documento.

3 Experimentos propios.

El grupo de Munich inici6 sus propios experimentos con un giréscopo doble (foto en laFig 12) smilar ala
construccion de Kidd, esquematizadaen laFig.8.  Se utilizaun motor paraimpulsar las ruedas, mientras que un
segundo motor genera el torque ¢.  Luego de alguna experimentacion, la transmision de polea se sustituy6 por
ruedas dentadas, afin de evitar demasiadas pérdidas mecanicas. El brazo en rotacién se coloco en un resorte, de
manera que puede observarse una elevacion. En los primeros experimentos hallamos una elevacion de indole
cuditativa. Se han programado futuros experimentos, con medicionesy mejoras de |os aparatos empleados.
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Figura 12; Disposicion experimental del girdscopo doble.

4 Resumeny analiss.

Seincluy6 en este documento un amplio andlisis del movimiento giroscépico. Se desarrollé un nuevo enfoque
para giroscopos de alta velocidad. El aspecto mas asombroso es la posibilidad de elevacion. Los torques locales
generan un momento lineal, por |o tanto esto no se conserva. Este momento no constituye una constante de
movimiento, mientras que la coordenada correspondiente forma parte de la formulacién lagrangiana. De manera
gue no hay necesidad de esperar semejante conservacion. El lector debiera de tomar en cuenta que lateoria de
Lagrange utiliza coodenadas generalizadas y momentos generalizados, que son los momentos lineal y angular.
Cuales son relevantes depende de | as coordenadas.

El problema para comprender el comportamiento de |os girdscopos se remonta histéricamente. Newton no
estaba familiarizado con la diferencia entre momento lineal y momento angular. Formul6 sus leyes para el
momento lineal, y cada fisico toma esto como la gran verdad hasta €l diade hoy. Sin embargo, Euler y
Lagrange introdujeron la dindmica del movimiento rotacional al mundo de lafisica, y laterceraley de Newton
(conservacion del momento) debiera de reformularse de maneratal que solo los momentos caracteristicos de un
movimiento especifico se conserven. Esto se cumple paralateorialagrangiana, pero no asi parael momento
lineal exclusivo original de Newton. De manera que la conservacion de la energia no significa que debe de
conservarse cualquier momento lineal. El exhaustivo edificio cientifico de la mecanica se basa en Euler,
Lagrange y Hamilton, no en Newton.

Aun cuando Shipov llevé a cabo mucha investigacion tedricay practica en € temadel movimeinto
giroscopico, omitid la més sencilla de las explicaciones dada aqui mediante la teoria clasica de Lagrange. Se
dispone de soluciones numéricas de ecuaciones de movimiento desde principios de la década de 1980, de manera
que resulta asombroso que se sintiese forzado a desarrollar unamuy complejateoriade latorsién parael
movimiento de los girdscopos [8]. En este articulo podemos explicar la elevacién como un efecto puramente
clésico.
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La generacién de momentos lineales por parte de giréscopos puede tener aplicaciones
précticas en € posicionamiento de satélites. En la actualidad, se utilizan girdscopos
para estabilizar posiciones, pero seria posible € cambio de orbitas sin necesidad de
utilizar combustible. Para aplicaciones sobre la superficie terrestre, el gran peso de los
girdscopos constituye una importante limitacion. Sin embargo, una flotacion por
encima del suelo podria ser posible. Resultados de simulacién muestran que €l punto de
transicion entre caidalibre y elevacion es dificil delograr. Paralaflotacion se
requeriria estabilizar las vel ocidades angulares de ¢ y/o y de modo tal que Z
permaneci ese constante. Con los parametros listados en la Tabla 1, teniamos que
aumentar lavelocidad de wo por un factor de exactamente 1.1255, obviamente el
sistema es muy sensible en este rango, y semejante estado sdlo puede mantenerse
mediante un proceso de control digital.
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